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Correction Feuille Exercice 21

7 Etudier la régularité d’une fonction

Exercice 7 (*) o1
On considere la fonction définie sur R par f(z) =In < ) siz#0et f(0)=0.
x

et —1

.On a

1. On étudie le signe de

et —1>0<«=e">1<<= x>0

Ainsi, a I’aide d’un tableau de signe, on a

x —00 0 +00
Signe de e*—1 — 0 +
Signe de z — 0 +
Signe de
et —1 + +
x

— La fonction x — e* — 1 est continue sur | — 0o, 0[ et |0, +00]

— La fonction x — 2 est continue sur | — 0o, 0[ et |0, +00]

— La fonction f est donc continue sur | — oo, 0] et |0, +o0[ en tant que quotient et composée de
fonctions continue.

On étudie maintenant la continuité en 0. Or

et =1
lim
z—0 €T

=1 par taux d’accroissement

et donc

lim In (ew — 1) = 0= £(0).

z—0 €T

La fonction f est donc continue en 0.

‘Par conséquent, elle est continue sur R.‘

2. De la méme fagon que précédemment
— La fonction # — € — 1 est C! sur | — 00, 0] et ]0, +-00]

— La fonction z — z est C! sur | — oo, 0] et |0, +oo|
— La fonction f est donc C! sur | — oo, 0] et ]0, +00[ en tant que quotient et composée de fonctions
continue.
De plus
ret —e’ +1
2 re’ —e 41
Ve e R*, f'(z) = L =
J'@) e —1 z(e* —1)
T
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3. (Attention la suite de I’exercice n’est pas au programme de premiére année). On utilise un dévelop-
pement limité a 'ordre 2 de e” en 0.

2

xr 2 2 : _
e =142+ 5t e(x), avec ilg(l)s(a:)—o

On a alors

(442?24 2% (x) — (1 +x+2%/24 2%(z)) + 1
(1 +x+22/22%(x) — 1)
x4+ 22+ 23/2 4+ 23e(x)) — v — 2%/2 — 2%e(x))
x(z + 22/2 + x2e(x))
2?24 2% )2 — a?e(x) + 2Pe(x)
B 22(1+ /2 4 ze(x))
1/24+2/2 — e(x) + ze(x)
1+2/2 + xe(x)

et

.
}:12%5 —e(x) +ae(z) =0

.
igr(l)§+a:€(:v)—0

1
e |
Ainsi, ilg(l)f (x) = 5

Exercice 8 (**)

1
Soit f la fonction définie sur R\ {—1} par f(z) =

1+z

1. On Montre par récurrence les propositions

P, = { f est de classe C" sur R\ {—1} et Vz € R\ {1} f™(z) = m}

Initialisation : Nous avons f continue sur R\ {—1}

(-1 1
(x+ 10+ 41

Ve e R\ {—1}, f(o)(a:) =

Donc la proposition Py est vraie.
Hérédité : On suppose que la proposition P,, est vraie pour un certain rang n. La fonction z —

CESE est dérivable sur R\ {—1} donc la fonction f est de classe C"™' sur R\ {—1}. On
€T n

dérive alors la fonction £,

—(=D)"!(n+ D)(z+1)"
(ZE + 1)2(n+1)

_ (=) (n+1)!

- (33 4 1)2n+27n

_ (=) e+ 1)

(- 1)n 2

Ve e R\ {-1}, f(z)=

Conclusion : La propriété P, est vraie donc (P,,) est héréditaire. Pour tout n € N, la fonction
f est de classe C" sur R\ {—1} et on a
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Ve € R\ {-1} f"(x) = £

2. La fonction f est dérivable sur | — 1; 00| et

1
1+z

Vo €] — 1, +o0], f'(z) =

En utilisant la question précédente, f est de classe C* et

Vn € N,VI G] — 1,+OO[, f(n)(x) _ %11(;_1)'

g FEtudier la convexité des fonctions

Exercice 9
Etudier la concavité des fonctions :

1. On étudie la fonction f :z — es.
— La fonction z — 1 est de classe C? sur ] — 00, 0[ et sur ]0, +o0]
— La fonction x — e!/* est donc de classe C? sur ] — 0o, 0[ et sur ]0, +-00[ en tant que composée de
fonction de classe C2.

On a
R* !/ _ 1 1
Vo € ,f(x)——ﬁer
et
2 1 1 .
* " = 2
VxeR,f(:v)——gew%—Fez
20 +1 1
= ez

1 1
On résout 'inéquation 2x +1 > 0 <=z > —5 Ainsi f"(z) > 0 <=2z > —5

La fonction f est concave sur | — 0o, —1/2[ et elle est convexe sur | — 1/2,0[ et sur |0, +oo|.

2. On étudie la fonction g : x — (2 4 1)+ = elzH)In(@+1),
— La fonction  — x + 1 est strictement positive et de classe C? sur | — 1; 00|

— La fonction z — In(z + 1) est donc de classe C? sur | — 1; +00|

— La fonction g est donc de classe C? sur | — 1, +00[ en tant que composée de fonction de classe
C2

On a

Vo €] — 1,400[, f'(z) = (In(z + 1) + 1)+

et
1
Vo E] _ 1’ _'_00[7 f”(il?) _ ?e(xﬁ—l)ln(x-&-l) + (ln(x + 1) + 1)26(:c+1)1n(x+1)
T
1
Or 1> 0, @U@+ > et (In(x+1)4+1)% > 0 donc |la fonction f est convexe sur | — 1, +o0].
T
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Exercice 10 (*)
On montre le caractere C? de la fonction.

— La fonction z — (x — 1)% est C? sur | — oo, 1] et |1, +00[ et ne s’annule pas sur ces intervalles.

— La fonction z — z%(z — 3) est C? sur | — 0o, 1] et |1, +o0|

— La fonction f est donc de classe C? sur | — 0o, 1] et ]1,+o00[ en tant que quotient de fonctions de

classe C? sur | — oo, 1] et |1, +o0.
On calcule alors

(322 — 6x)(z — 1)® — 3(x — 1)%22(x — 3)

ve e R\ {1}, f(z)= =

_ 3z(z —2)(z — 1)3 — 3(x — 1)?2%(x — 3)
(z —1)°

~ 3z(z -1 ((z - 2)(x — 1) — z(x — 3))
(z —1)°

_ 3w(a® — 3w +2— a2+ 3x)

(x —1)4
bz
(z— 1)

Puis on calcule

6(x —1)* — 24z(x — 1)3

Ve e R\ {1}, f[f'(z)= @17
_ (@ —1)°(6(z — 1) — 24x)
(z —1)°
_ 6x—6—24x
O
_ —18x—6
(e -1y

On résout 1'équation —18z — 6 = 0 <= = = —1/3. On détermine le tableau de signe de f”.

x —00 -1/3 1 +00

Signe de
—18x — 6
Signe de
(z —1)°
Signe de
f"(x)

En z = —1/3, la dérivée seconde de la fonction s’annule en changeant de signe.

Le point de la courbe d’abscisse —1/3 est un point d’inflexion.

Exercice 11 o 1
Soit f la fonction définie sur R par f(z) =

e* +1°

1. On a
— La fonction @ — €® + 1 est de classe C' sur R et ne s’annule pas.
— La fonction  — e* — 1 est de classe C! sur R
Donc, par quotient de fonctions de classe C! sur R,
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La fonction f est de classe C! sur R.

De plus

e g S D o=

2e”

AiHSi Y c R, f’(l') = m > 0.

2. La fonction f est strictement croissante et

e —1
zl—l>moof( ) 33—1>moo er +1 _1’
e’ —1 (1= 1—6_95_1

T .
x—1>r-Poo f( ) z—>+oo et + 1 a:—lgloo ex(l + e*x) I—1>I-P<><> 14+e®

D’ou le tableau de variation correspondant :

T —00 +00
Signe de f'(z) +
1
Variations /
de f
-1

3. De méme que pour la premiere question,
— La fonction x — €% + 1 est de classe C? sur R et ne s’annule pas.

— La fonction  — e* — 1 est de classe C? sur R
Donc par quotient de fonctions de classe C? sur R,

La fonction f est de classe C? sur R.

et
Vo e R, f'(z) = e”(e® +1)% — 2e* x 2e*(e™1)
(e* +1)4
e”(e” + 1) — 4e**
(e* 4+ 1)3
| 2e*" 4 2e” — 4e*
o (ez +1)3
2e” —2e**  2e"(1 —e")
(ex +1)3 o (ex +1)3

Comme 1 —e* >0 <=z <0,
la fonction f est convexe sur R_ et concave sur R, . ‘

4. Tracer dans un repeére orthonormé %%, ainsi que la tangente au point d’inflexion.

Convéxité, Etude de fonctions.
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7 Sujets de concours

Exercice 12 (EML 2012)
On considére Papplication f : [0; +00[ — R définie, pour tout ¢t € [0; +00[ par :

ro={"" 5iL8

Montrer que f est continue sur [0; +o0].

Dresser le tableau des variations de f. On précisera la limite de f en 4o0.

Montrer que f est convexe sur |0; +o0].

AN e

On note I' la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O, i ])

Montrer que I' admet une demi-tangente en O et préciser celle-ci.
Déterminer les points d’intersection de I' et, de 'axe des abscisses.

)
)

(c) Préciser la nature de la branche infinie de T'.
)

Exercice 13 (EML 2014)

Montrer que f est de classe C'! sur |0; +oo[ et calculer f’(¢) pour tout ¢ € |0; +o0].

45

1. La fonction z +— z est C™ sur I =|0;+o0[, z — e est C> sur R. Par composée et somme, ¢ est

C*> et a fortiori C3 sur I. o(z) = e* — zex

-1
¢'(r) = " — ler — zes X =
1, 1
— % 4 (=1 + =)er
e” + ( +x)e
e N -1 3
pla) =€+ (F)er +(-1+ ) —5e=
1,
= € —Eew
-3 1 1 -1
90/”@)—63[:_:64“_?1,261
= 3(II+1 1
= € 5 Ex
x

Convéxité, Etude de fonctions.

M Leboucher



ECE1

Correction Feuille Exercice 21 2020-2021

. Pour x > 0,e* > 0,

3r+1

=— >0, ex done ¢"” > 0 sur |0; +00]. ¢” est donc strictement croissante

T
sur |0; +oof et ¢"(1) =0
Donc ¢" < 0 sur ]0; 1] et ¢” > 0 sur |1; +00]

D’otu ¢’ est strictement décroissante sur |0; 1] et croissante sur |1; +o0o[. ¢’ atteint son maximum en
Lquiest: ¢ (1)=e>0

Donc ¢ > e > 0 sur |0; +00|

. Avec le changement de variable X = %, on détermine les limites de zex puis de .

X
. 1 . . ,
limzer = lim — = 400 croissance comparée
z—0 X—+4o00
>
et donc
lim p(x) = —o0.
x%ng( )
>

T 1 . x . ,
En +oo, p(z) =e* (1 — —ez ). Or lim — = 0 par croissance comparée et donc
et z——+o0 T

lim ¢(z) = +o0.

T——+00
On sait que Vr €]0;+oo, ¢'(z) > e. Soit z > 3. ¢ est de classe C' sur [3;z]. Donc, d’aprés
I'inégalité des accroissements finis : o(x) —¢(3) <e(xr —3)
= o(r) <ex+¢(3) —3e
Or ©(3) > 15 et 3e < 9, donc ©(3) —3e>6>0et

o(r) < ex

¢" s’annule et change de signe en 1.

Donc C admet un point d’inflexion en z =1 (1) =0

Le point d’inflexion a pour coordonnées (1;0). Enfin ¢/(1) = e

Donc la tangente a pour équation y = ¢'(1)(z — 1) + p(1) = e(x — 1)

On récapitule les résultats dans un tableau de variation

Convéxité, Etude de fonctions. M Leboucher
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T 0 1 400
Signe de
S0/// (x) +
Variations /
de S0// / O
Signe de _ 0
¢"(x)
Variations
de ¢
e
Signe de ¢'(x) +
+00
Variations /
de ¢ _— 0
—00
)
8_
6_
4_
2_
0
0 ’ 2 3

2

—4-

Exercice 14 (ECRICOME 2006)

On considere la fonction f définie pour tout réel = par :

f(z)=o+1+2e"

Convéxité, Etude de fonctions.
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Etude de /.
1. f est dérivable sur R et f'(z) =14 2¢* >0

’Donc f est strictement croissante sur R

et

i ) = o0, Jim_f0) = o

2. Ona f(=2)=—-1+e?<0car —2<0donce?<e’et f(—1)=0+2e"! > 0. On applique alors
le théoreme de bijection :
— f est continue et strictement croissante sur [—2, —1]
— Deplus, 0 € [f(=2), f(-1)]

Donc I'équation f () = 0 a une unique solution sur cet intervalle.

il existe un unique a € [—2, —1] tel que f (o) =0

N.B. qui n’étaitpas demandé mais qui va servir : comme f est strictement croissante, elle est
strictement négative avant « et strictmeent positive apres.

a est donc la seule solution sur R de f (z) =0

Etude d’une suite réelle.

On s’intéresse a la suite (uy), oy définie par son premier terme ug = —1 et par la relation

_ f(un)
I (un)

VneN U, =u,

1. f est de classe C? sur R et f” (x) = 2¢® > 0

‘Donc f est convexe sur ]R‘

Il y a alors deux méthodes.

Géométriquement : Comme f est convexe, la tangente en = est en dessous de la courbe repré-
sentative. Cette tangente a pour équation au point x

y=(t—=)f(z)+ f(z)

Donc Vt € R,

f@)+t—2)f (@) < fH)]
Analytiquement : On étudie les variations de la différence :
h(t)=f(t) — f(z)— (t —x) f' () est dérivable sur R et A/ (z) = f'(t) — f' (z) et comme [’ est

srtictement croissante sur R

x —00 x —+00

Signe de h'(t) - 0 +
Variations
de h
0

Convéxité, Etude de fonctions. M Leboucher
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Donc h(t) > 0 et

fa)+(E—x) f'(z) < f(F)

2. On utilise I'inégalité précédente avec u,, et a... Qui est qui?

dans u,1 on retrouve f’ (un) . Donc en posant, x = u,, et t =, on a

[ (un) = (= up) f (un) < fa) =0
= f (un) < (0 —up) [ (un)

) ST
U, — (un) e

‘VneN agunﬂ‘

Comme f est croissante sur R et que f () =0, sr [o,+o0[ ona f(z) >0

Comme u,, > a pour n > 1 et également pour n =0, (=1 > «a )

Un = =05 <0

alors pour tout n € N : f (u,) > 0 et donc u, 1 —

Conclusion : | La suiet u est décroissante |

Enfin, comme la suite est décroissante, on a pour tout entier n : uy > u, et finalement :

Conclusion : ’oz < Upr S uy < —1‘

3. La suite u est décroissante et minorée par a.
Elle converge donc vers une limite ¢ > «.

Comme z — = — ;((Z)) est continue sur R (f () # 0), elle est continue en £ et donc £ = ¢ — L

O
Donc f({) =0et { =«

Conclusion : ’un — a quand n — —1—00‘

4. On admet que pour tout x de l'intervalle[—2, —1] :

2
0< (@—a)f (@)~ f () < =
e
(a) Comme u,, € [—2,—1], I'inégalité précédente donne :
2
0 < (n — ) f' () — f () < 22 =)
e
et en divisant par f’ (u,) > 0:
2
0<u, —a— f/(un) < (uln_O‘)
[ (un) [ (un) e
1 (Up — )
Enfin, f’ (z) =14 2¢” > 1 donc Fla) < 1 et en multipliant par ——— >0
Up, e
(un — a)2
Conclusion : |Vn € N : 0<upy —a< ———
e

(b) On procede alors par récurrence :

Convéxité, Etude de fonctions. M Leboucher
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1 1
—ﬁ:—oz1etcomme—2§a§—1alor80§—1—04§1
e~ e

1
Doncogun—ozgewi_1
1
— Soit n € N tel que 0 < wp —av < ——
o
2 2
(u, — ) 1 1 B 1 B 1
alors 0 < upy1 —a < e = c <€2n—1 T e22n—241 20+
1
Conclusion : |Vn € N : 0<uy, —a< T
o

1 . o1 .
5. Comme 0 < u,, —a < W,alors u, donne une valeur approchée de o a Ty pres.

1
Il faut donc calculer les valeurs de u, jusqu’a ce que —— < 1077
o

On peut calculer séparément la valeur de 1077 et celle de dans la boucle, ou résoudre cette

o2n—1
inégalité :
1
7 <1077 <= 2"+ 1 < —pIn(10) <= 2" > pln (10) + 1
e

<= n>In(pln(10)+ 1) /In(2) car In (2) par lequel on divise est positif
<—n>[ln(pn(10)+1)/In(2)] +1
D’ou le programme :

function y = f(x)
y =x + 1+ 2%xexp(x)
endfunction

function y = fp(x)
y = 1 + 2xexp(x)
endfunction

u= -1
n = ceil(log(p*log(10) + 1)/log(2))
for k = 1:n
u=u- f(u/fpl)
end
disp(u)

Convéxité, Etude de fonctions. M Leboucher



